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A. Castellén

Practica 1.4.1

Afinidades

Sigma(P)=( -1,00 ; 3,00) + [ 1,00; -1,0

a=[-1
Sigma[P)=[-5,00; 2,00]

ul=[-2,00,1,

)

en el plano

-2,00 1.00

0] =( -5,00 : 2.00]

2,00 2,00

00; 3,00)

u2=[2,00; 2,00)
po)
el

1(P)=[-4,00; -1,00)

Practica 1.4.1

el

=(1,00; -1,00)

Enunciado Héllese la imagen del punto P por la afinidad ¢ = 74 o f,

donde f es el automorfismo lineal det

con {ey, ez} la base canénica de R2.

erminado por f(e;) =uy y f(ea) = uo,

Indicaciones La resolucién de este ejercicio pasa por aprovechar todo

lo que se hizo en la practica 1.2.4, para componer después con la traslacién

74 de vector A.
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Practica 1.4.2

Proyectividades entre rectas distintas

Enunciado De cierta proyectividad o : » — s entre dos rectas distintas
se sabe que aplica A en A’, Ben B'y C en C’, con A, By C tres puntos
distintos de r. Escribase una macro que porporcione la imagen X’ = o(X)
de cualquier otro punto X de 7.

Indicaciones Se trata de factorizar la proyectividad ¢ como composicién
de dos perspectividades. Al objeto de que la macro requiera del minimo
numero de objetos iniciales, conviene aprovechar los puntos A y A’ como
centros de perspectiva, lo cual podra hacerse siempre que r N's ¢ {A, A’}.
Asi, si B” = AABNAB' y C" = A'C N AC’, entonces 0 = T4 o T4/, con
Tar 17 — B'C" y 14 : B"C"” — s las perspectividades precisas. Ahora
X' =AX"Ns,con X" =AXNB"C".

El lector puede ratificar la eficacia de su macro comprobando que o(A) =

A',o(B)=Byo(C)=C".
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A. Castellén

Practica 1.4.3

Proyectividades de una recta en si misma

Enunciado Si se conocen las imagenes de tres puntos distintos por una
proyectividad o : r — r, héllese la imagen de cualquier otro punto X € r.

Indicaciones Ahora, como se vio en los apuntes, son precisas tres pres-
pectividades para descomponer o. Elijanse una recta s distinta de r, y un
punto O fuera de r y s. La perspectividad de centro O de r sobre s transfor-

mara los datos del problema A, B, C'y X en los respectivos puntos Ay, By,

C1 y X; de s. Apliquese ahora la macro de la practica anteriol para trazar

X' = o(X).
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Practica 1.4.4

Puntos limite

r

Practica 1.4.4

Enunciado Héllense los puntos limite de una proyectividad entre dos
rectas de la que se conoce la imagen de un simplex.

Indicaciones Operando como en la pracfica 1.4.9, factoricese la proyec-
tividad o :  — s en la composicién 74 o 74 de dos perspectividades. Ahora
el punto impropio de r es el mismo que el de la paralela a r por A’. Si esta
recta corta a B”C” en P, un punto limite se obtendria como L' = s N AP.

1

Razonando de igual forma sobre la inversa ¢~ = 74 0 T4, se hallara el

punto L de r que se transforma en el del infinito de s.
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A. Castellén

Practica 1.4.5

Razén doble de cuatro puntos alineados

) Coordenadas

' homogéneas de D en
' el sistema [A.B:C]:

' [0.80: 0,55])

dps

[ABCD]=1,44

Practica 1.4.5

Enunciado Escribase una macro que calcule razén doble (ABCD) de
cuatro puntos sobre una recta r.

Indicaciones Una manera sencilla de resolver este ejercicio es recu-

rriendo a la macro que se construyo en la practica 1.3.3. En efecto, si se

conocieran las coordenadas homogéneas (fi, i11) del punto D en el sistema
{A, B; C'}, la férmula del capitulo 1.4 da

(ABCD) = 12,
M1

ya que (1, 1) son las coordenadas homogéneas de C, que hace de punto unidad.
Eso si, aquella macro requeria de un punto O que funcionase como origen
Cuestiones de elegancia, y también de sencillez, deben inclinar al usuario de
CABRI a eliminar los objetos iniciales superfluos procurando incorporarlos a
la macro como objetos ligados. Hay muchas formas de obtener un punto fuera
de r de modo automatico. Por ejemplo, aqui se propone trazar la mediatriz s
del segmento de extremos A y B,y colocar O en una de las intersecciones de

s con la circunferencia centrada en M = s N r que pasa por A. Ahora se usa
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la macro de la conr, O, A, B, C'y D como datos. Se calcula
%y se define la nueva macro sin necesidad de incluir a O entre los objetos

iniciales.
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A. Castellén

Practica 1.4.6

Involuciones en una recta

Enunciado De una involuciéon ¢ : » — r de una recta r se conocen las
imagenes de dos puntos que no son dobles. Escribase una macro que dé el
transformado de cualquier otro punto de la recta.

Indicaciones La manera mas facil de zanjar la cuestién es utilizar el
feorema I.2.3. Alli se afirmaba que una recta r corta a los lados opuestos de
un cuadrivértice segin parejas de puntos que estén en involuciéon. Supdngase
entonces que se construye algun cuadrivértice (A, B, C, D) tal que r corta a
BCen P,aADeno(P)=P ,aABenQ,aCDenc(Q)=@Q, yaAC en

R’. Entonces la imagen R de o(R’) vendria dada por
o(R')=rnNBD.

A fin de minimizar los objetos iniciales de la macro, habra que establecer

algin mecanismo que construya el cuadrivértice él solito a partir de los datos
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r, P, P/, Q, Q y R'. Hay multitud de posibilidades para ello. La que se
esquematiza en la figura parte de trazar la perpendicular a r por P y llamar
B y C a sus intersecciones con la circunferencia centrada en P que pasa por
Q’. El punto A viene entonces determinado por BQ N CR/, y el D, por
AP'NCQ’. Ahora puede definirse la macro con objetos iniciales r, P, P’, Q,
Q" y R’, y objeto final R.
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A. Castellén

Practica 1.4.7

Proyectividades en el plano
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Enunciado Dada la imagen (A’, B’,C’, D) de un simplex (A, B,C, D)
por una proyectividad o, escribase una macro que proporcione la imagen

X’ = o(X) de cualquier otro punto X del plano.

Indicaciones Como la proyectividad transforma rectas en rectas, el
punto diagonal £ = AB N CD del primer simplex ha de aplicarse en el
E' = AB'NC'D'. Sea P = XC N AB. La restricciéon 0|45 de dominio de

imagen de o no es sino una proyectividad entre rectas que aplica A en A’,

Ben B',y C en C'. La macro de la proporciona entonces la
imagen P’ del punto P. Y como X € CP, se tiene X' € C'P’.

Operando de igual modo con Q = XD N AB, puede determinarse una

segunda recta D’(Q)’ cuya interseccién con C’P’ resolvera el problema.
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Practica 1.4.8

Cuarto armonico de tres puntos alineados

Enunciado Escribase una macro que dé el cuarto armoénico D de tres
puntos alineados A, By C.

Indicaciones El problema estara resuelto en cuanto se dé un cuadrivérti-
ce del que A y B sean vértices y C' sea punto diagonal, pues D se hallara
como la intersecciéon con AB de la recta que pasa por los otros dos puntos
diagonales.

En la figura se sugiere una manera de construir automaticamente tal
cuadrivértice, con el fin de que los inicos objetos iniciales de la macro sean

r, A, By C.
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A. Castellén

Practica 1.4.9

Proyectividades entre haces

Practica 1.4.9

Enunciado De una proyectividad entre el haz de rectas que pasan por
A y el haz de rectas que pasan por B se conocen las respectivas imagenes a/,
by ¢ de tres rectas a, b, c € A*. Escribase una macro que dé la imagen x’ de

cualquier otra recta x € A*.

Indicaciones Se trata de dualizar el procedimiento descrito en la practica

[ T737. Aqui, las rectas a y o’ jugardn el papel de ejes de perspectiva. El

haz intermedio tendrd entonces a b’ N ¢’ como punto base, donde b’ =

(an?t)(aNb)yd =(and)(a’ Nec). La proyectividad ha quedado entonces
factorizada en la composicién de la perspectividad 7, : A* — (0" Nc’)* de
eje a con la perspectividad 7, : (0" N¢’) — B* de eje d’. Asi, ' = B(z" Na),

donde =" = (x Na’) (V" N ).
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Practica 1.4.10

Razén doble de un lapiz

[abcd] =062

Practica 1.4.10

Enunciado Haéllese la razén doble de un lépiz (a, b, c,d).

Indicaciones Eligiendo cualquier recta r» que no pase por el punto P en
que concurren las del 1apiz y haciendo A = rna, B=rnNb, C =rNcy
d = rnNd, se tiene que (abed) = (ABCD). Basta entonces recurrir a la macro

construida en la practica 1.4.4.
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A. Castellén

Practica 1.4.11

Cuarto armonico de tres rectas concurrentes

Practica 1.4.11

Enunciado Trécese el cuarto arménico de una terna (a,b,c) de rectas
concurrentes.

Indicaciones Como en la practica anterior, el problema puede reducirse
al de construir el cuarto armonico de la terna (A, B,C) formada por las
respectivas intersecciones de una recta que no pase por el punto a Nb con las

rectas a, b y ¢, con lo que podra recurrirse a la macro de la practica I.4.3.
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Practica 1.4.12

El principio de dualidad

Practica 1.4.12

Enunciado Compruébese que la correlacién estandar transforma puntos

alineados en rectas concurrentes.

Indicaciones En aras de la sencillez, conviene trabajar con el sistema de
coordenadas homogéneas candénico y su dual. Habra que comenzar escribiendo
una macro que trace la recta A* transformada del punto A por la correlacién

estandar.

P.1.4-14



A. Castellén

x: 1,41
:-1.19
A (0.71; 0,84) 2

0.5

05

Practica 1.4.12a

P

Si las coordenadas cartesianas de A que da CABRI son (aq, o), es por-
que el punto A es el de coordenadas homogéneas (1, a7, as). Entonces la
recta A* ha de tener por ecuacién A* = xg + a1z + asxs = 0. El trazado
de esta recta requiere el de dos de sus puntos, por ejemplo P = (—aq,1,0)
y Q@ = (—as9,1,0). Si ambos estédn en el afin, esto es, si 0 ¢ {a1,as}, en-
tonces sus respectivas coordenadas cartesianas son (—ail,O) y (0, —O%Z) El
trazado de estos dos puntos puede realizarse mediante la técnica descrita en
la practica 1.3.. Ahora habria que construir la macro auxiliar que traza la
recta A* transformada de A por la correlacién estandar, y comprobar que
puntos alineados se aplican en rectas concurrentes.

Obsérvese que de paso se ha obtenido un método para hallar el trans-
formado r* de una recta r por la correlacién estandar. El lector quiza se
distraiga comprobando la proposicién dual de la propuesta aqui: rectas con-

currentes se aplican en puntos alineados por la correlacién estandar entre el

plano y su dual.
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Practica 1.4.13

Correlaciones

Practica 1.4.13

Enunciado De una correlacion o : P* — r entre el haz P* y la recta r
se sabe que a se transforma en A’, b en B’ y ¢ en C’. Hallese la imagen de
otra recta x del haz.

Indicaciones Se recuerda que, en el plano, una correlacién es una bi-
yeccion entre un haz de rectas y el conjunto de puntos de una recta que
conserva razones dobles. Eligiendo entonces una recta s que no pase por P,
y haciendo A = ans, B=bNs, C = cNs, se considera la proyectividad
T :5 — r que aplica A en A’, Ben B’y C en C'. Es obvio ahora que
7(z) = 0(X), con X =xNs, pues (abcx) = (ABCX) = (A'B'C'X").

& = B
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