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A. Castellén

CUADRICAS EN EL AFIN

En estos apuntes se ha seguido la filosofia de trabajar en el proyectivo,
para luego examinar lo que sucede al eliminar un hiperplano y asi obtener
los correspondientes resultados afines. Tras haber realizado el estudio de las
cuadricas proyectivas en el capitulo anterior, ahora no supondra demasiado
esfuerzo el encontrar las correspondientes contrapartidas afines de aquellos

frutos.

61 Posicion relativa de una cuadrica y un hiperplano

En un par de ocasiones se ha mencionado la definicién analitica de
cuadrica en un espacio afin K™: el lugar geométrico de los puntos cuyas coor-
denadas cartesianas satisfacen una ecuaciéon polinémica de segundo grado en

n indeterminadas con coeficientes en K. El concepto de cuddrica proyectiva

de la definicion I1.2.1] se penso para que sus puntos afines, una vez elegido un

hiperplano impropio, constituyesen una cuadrica afin. Asi, dada una cuadrica
Q(q) en un espacio proyectivo P(V'), con P(H) como uno de sus hiperplanos,

resulta natural denominar cuadrica afin al conjunto
Q(q) —P(H) = Q(q) N AV, H),

que se denotara por Q(q, H).

Obsérvese que la misma notacion utilizada sugiere que la cuadrica afin
depende no sélo de una forma cuadratica ¢, sino de un hiperplano del espa-
cio proyectivo envolvente. Esto se debe a que la misma cuadrica proyectiva
proporciona distintas cuddricas afines dependiendo del hiperplano del infinito
que se escoja. Por ejemplo, considérese la cénica Q(q) = z? = 0 del plano
proyectivo racional. Si se toma como recta impropia la de ecuacién xy = 0,
las coordenadas cartesianas de los puntos de la cénica afin resultante satis-

facen la expresién 2 = 0, luego se trata de una recta !. Sin embargo, si

L n realidad, a esta conica se le llamard mds adelante recta afin doble.
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se hubiése senialado a P(H) = x1 = 0 como recta del infinito, la cénica afin
Q(q, H) se habria quedado sin puntos. (El lector habrd de admitir que no es
lo mismo el vacio que una recta.) De ahi que se haga imprescindible como
etapa preliminar para el tratado de las cuddricas afines proceder al estudio
de la posicién relativa entre una cuadrica proyectiva y un hiperplano.

A la restriccién Q(qy) = Q(q) N P(H) de una cuadrica proyectiva al
hiperplano impropio se le llama la cuddrica en el infinito de la cuadrica afin

Q(q, H). Se evidencia la igualdad

Qq) = Q(q, H) U Q(qnm),

que expresa la relacién entre una cuadrica afin Q(q, H), la proyectiva Q(q)
que la genera, y la cuadrica (proyectiva) Q(qg) en el infinito.

De cualquier forma, hay que tomar precauciones con la simbologia Q(q, H),
pues esta insinta también que una cuadrica afin determina de manera tinica
a la cuddrica proyectiva de la cual se deriva, lo que no siempre sucede. Se
ilustrard esta situacién con un caso concreto. En el plano afin real, el con-
junto {(x,0) : z € R} procede tanto de la cuddrica proyectiva Q(q) = 27 = 0,
como de Q(¢') = xgz1 = 0, y tomando siempre como recta del infinito la
de ecuacion xg = 0. Adviértase entonces que Q(q, H) = Q(q’, H) cuando ni
siquiera se da la equivalencia proyectiva entre Q(q) y Q(¢’). (Justifique el
lector esta ultima afirmacion.)

Lo que si se verifica es que cada conjunto Q de puntos de un espacio afin

n-dimensional sobre K descrito por una ecuacion del tipo

p<ylay2>"'7yn) - 07

con p un polinomio de segundo grado en n variables con coeficientes en K,
consiste en una conica afin en el sentido de que existe al menos una cuddrica
proyectiva Q(q) en P, (K) tal que Q(q, H) = Q. ;Qué cuddrica proyectiva es
esa? La definida por la forma cuadratica con una incégnita adicional

1 Ln

q(zo, 1, ..., 2p) = 2 p(w—o,..., 0

),
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obtenida por medio de la homogeneizacion del polinomio p.

Se tienen entonces planteados dos problemas, el de la posicion relativa en-
tre hiperplanos y cuddricas proyectivas, y el de la unicidad de la extension de
una cuadrica afin. El segundo se aplazara para la seccién siguiente, mientras
que el primero sera abordado en cuanto se justifique el caracter geométrico
de una cuédrica afin, que es lo que viene a decir el siguiente

Teorema I1.3.1 Si f : V — V' es un isomorfismo lineal entre espacios
vectoriales, entonces cada cuddrica afin Q(q, H) de A(V, H) se tranforma por

la afinidad A(f) en una cuddrica afin de A(V', f(H)).

Demostracion En vista de lo dicho en relacién al feorema IT.2.]], es

obvio que la afinidad A(f) transforma la cuddrica Q(gq,h) en la cuddrica

Qgo f71, f(H)).

Y si en capitulo precendente un hecho similar permitia introducir la

equivalencia proyectiva de cuddricas (definicion I1.2.3), ahora seria un error

utilizar el teorema anterior para trasladar tal concepto al afin. Pero este es

un asunto sobre el que se volvera en la geccion GI1.3.3.

El siguiente resultado es clave en el estudio de la posiciéon relativa de
una cuadrica proyectiva y un hiperplano.

Teorema 11.3.2 Sea H un hiperplano de un espacio vectorial V de
dimension n > 2 sobre K en el que hay definida una forma cuadratica q.

i) Si H- ¢ H, entonces V descompone en suma ortogonal directa
V=<u>a&H,

para cada vector u € H+ — H.
ii) Si H C H, existen entonces un subespacio U y un par hiperbélico
(u,v), conv € H- —RadV yu ¢ H, tales que V y H descomponen en suma

ortogonal directa mediante
V==<uv>eU v H=<uv>aU.

Demostracién En la circunstancia descrita en i), elegido un vector u

fuera de H+ — H se tiene < v > NH =0y V =< v > +H. Esta tltima,
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igualdad es mera consecuencia de la férmula de Grassman (feorema I.2.7T]).

Asi, puede hablarse de la suma ortogonal directa de < u >y H.

Supéngase ahora que H- C H. Por el [ema I1.1.1],

dim H+ = dimV — dim H + dim(H NRad V) = 1 + dim(H N Rad V).

Aplicando el feorema I1.1.1.i) a la inclusiéon H C V, se obtiene RadV = V+ C
H*+ c H,luego HNRadV = Rad V y Rad V se ve como un hiperplano de H+.

Resulta entonces factible escoger un vector v € H+ — Rad V. La isotropia,
de v se deduce de pertenecer a H= y, por consiguiente a H, provocando la
ortogonalidad de v consigo mismo. Por otro lado, al no estar v en el radical, el
afirma que existe un vector u formando par hiperbélico con v. De

q(u,v) = 1 seinfiere que u ¢ H ya que, de lo contrario, ¢(u,v) = 0. El teorema

del sumando directo (feorema II.1.2}]) proporciona ahora un subespacio U tal

que V se expresa como suma ortogonal directa
V=<u,v>dU.

Ademés, < v >C H* implica H ¢ H**+ C (< v >)*, inclusién que combi-

nada con
dim(< v >)* =dimV — dim < v > +dim(< v > NRad V) =dimV — 1,

fuerza a la igualdad < v >*+= H. Por tltimo, la relacién U C< v >1t= H,
junto con dimU = dimV — 2, permite escribir la suma ortogonal directa
H =< v > @U, finalizando la demostracion.

Este teorema divide a las cuadricas afines Q(q, H) en dos tipos, aquellas
para las que H+ ¢ H, denominadas cuddricas con centro, y las que satisfacen
H*+ c H, llamadas paraboloides. Obsérvese que los paraboloides proceden de
cuddricas proyectivas tangentes al hiperplano impropio pues 0 # H+ N H =
Rad H significa que la cuadrica en el infinito es degenerada.

Sea Q(q, H) una cuddrica con centro de un espacio afin n-dimensional.

Si se completa una base ortogonal {ui,...,u,} de H con el vector u, cuya
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existencia queda asegurada por la parte i) del feorema II.3.2], se obtiene una

base ortogonal de todo V. En tal base, la cuadrica proyectiva queda descrita
por la ecuacién

)\Owg + Alx% +...+ )\nazi =0,
la cual se transforma en
(1) Qg H) =Xo+Myi + ...+ Anyp =0

mediante el paso a coordenadas cartesianas. La matriz de ¢ en la base

{u,uq,...,u,} toma la forma
Ao 0 ... 0
0 Ao, 0
0 0 ... A\,

y se suele representar por cajas para visualizar tanto la forma cuadratica ¢
como su restriccion al infinito qp.

Al no estar u en el hiperplano H, el punto O =< u > ha permanecido en
el afin. Sus coordenadas cartesianas consisten en una n-upla llena de ceros.
Por otro lado, un punto P pertenece a la cuddrica si y solo si sus coordenadas
(aq,. .., ) satisfacen la ecuacién [T)]. De ahi que si P € Q(q, H), entonces
el punto —P = (—aj,..., —q,) también estd sobre la cuddrica. Pero —P es
simétrico de P con respecto al origen de coordenadas. Ahora se explica la
apostilla “con centro” endosada a estas cuadricas, ya que O ejerce de centro
de simetria de Q(q, H).

Si por el contrario Q(q, H) es un paraboloide, témese el sistema de coor-

denadas homogéneas {u, v, us,...,u,}, con (u,v) el par hiperbdlico al que se

refiere la parte ii) del feorema I1.3.2], y los u; integrando una base ortogonal

del subespacio U. La matriz de ¢ en esta base adopta el aspecto

01 1 0 0
110 0 0
0 1 0 A 0

0 0 A,
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La ecuacién de la cuddrica proyectiva sera entonces

Q(q) = 2xpx1 + /\gac% + ...+ /\nfﬂi =0,
que proporciona la de la cuadrica afin
(2) Qq, H) = 2y1 + Aays + .. + Ay = 0,

mediante el paso a cartesianas. Ahora no hay centro de simetria, aunque si

eje. En efecto, sea r la recta de ecuacién

y2 = 0
ys = 0
r= .
Yn = 0
Para un punto P = (ai,as,...,a,) del paraboloide, su simétrico P’ =
(a1, —a, ..., —ay,) respecto del eje sigue dentro del paraboloide.

Con respecto a la cuddrica Q(q, H) con ¢ = 0, o sea, la cuddrica que
llena el espacio, algunos textos la incluyen como paraboloide por degenerar
en el hiperplano del infinito. Sin embargo, en tal circunstancia el ortogonal
al hiperplano impropio (y a cualquier otro subconjunto, vamos) ocupa la
totalidad del espacio, por lo que V = H+ ¢ H. Resulta entonces més 16gico,
y asi se hard en estos apuntes, considerarla como cuadrica con centro. Y esto
encaja también con el hecho de que su ecuacién reducida (0 = 0) responde
al patron de estas ultimas y no al de los paraboloides que cuentan con un
término de primer grado.

Las expresiones [1] y [2] se denominan ecuaciones reducidas de la cuadrica
afin. Si {u,ui,us,...,u,} esla base en la que una cuadrica Q(q, H) alcanza
su ecuacion reducida, se entendera por ejes de la cuadrica a la parte afin
de las rectas proyectivas PyP;, con Py =< u >y P; =< u; >. Adviértase
que uno de los ejes del paraboloide, a saber, el PyP;, se constituye en eje
de simetria. A las intersecciones de la cuadrica afin con sus ejes se les suele

llamar vértices, introduciendo asi cierta confusién con el concepto de vértice
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manejado hasta ahora: el del conjunto de puntos singulares. Ademas, depen-
diendo del rango de la cuadrica y de la aritmética del cuerpo base, aquellos
vértices pueden existir o no. Por ejemplo, sea Q una cuddrica con centro
y, por consiguiente, con ecuacién reducida del tipo [I}, que no pasa por el
origen (Ao # 0). Un punto del eje PyP; posee unas coordenadas de la forma
(a,0,...,0). Luego los cortes de este eje con Q se calcularian resolviendo la
ecuacién \g + Aia? = 0, la cual no posee soluciones si A\; = 0, o si —i—; no
tiene raiz cuadrada. Sin embargo, un paraboloide (descrito por la ecuacién
[2])) siempre posee al menos un vértice, el que se haya fijado como origen de
coordenadas O = (0,0,...,0) donde concurren todos los ejes. Si el parabo-
loide es no degenerado (lo que supone 0 ¢ {A2,...,\,}), entonces O es el
unico vértice en el sistema de coordenadas escogido. Se define el centro de
una cuddrica con centro como la parte afin del subespacio P(H+)2 Como en

las cuadricas con centro no degeneradas todos los \; han de ser distintos de
0, el centro se reducira al polo del hiperplano impropio.

Noétese que la definicion de eje y de vértice esta supeditada a la eleccion
de cierta base en la que la ecuacion de la cuadrica adopte alguno de los tipos
o [2]). Una pregunta legitima que quizé se formule el lector es si tomando
otras bases se obtienen ejes o vértices diferentes. La respuesta es si, por
supuesto. Ya se vio en el capitulo II.1 como una misma forma cuadratica

puede diagonalizar de distintas formas y, por consiguiente, existir méas de una

base ortogonal. Si se examina con detenimiento la demostracion del feorema

[TI.37), se observara que solo hay determinados elementos en los que la seleccion
de la base estd forzada por las circunstancias. Por ejemplo, en cuadricas no
degeneradas, el vector u, cuando H+- ¢ H, y el vector v, si H+ C H, deben
generar el subespacio unidimensional H+. Esto significa que en cualquier
sistema de ejes para una cuadrica con centro no degenerada figurard el polo

del infinito (el centro Py =< u >) como origen de coordenadas, mientras

2 Una definicion semejante para paraboloides no tendria mucho sentido pues el ortogonal al
hiperplano impropio se queda en el infinito y cae fuera del afin.
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que uno de los ejes de un paraboloide ha de tener como punto del infinito
P, =< v > al polo del hiperplano impropio. En realidad, cualquier recta por
P; no contenida en el infinito puede hacer de eje ya que, al no ser tangente
habra de cortar al paraboloide en un punto adicional P, que estara engendrado
por un vector isétropo u no ortogonal a v. Los vectores u y v forman entonces
el par hiperbdlico del que germina el sistema de coordenadas. En el cuaderno
de practicas se comprobara experimentalmente cémo un cambio de ejes no

afecta al aspecto de la ecuacién reducida.

En definitiva, en dimensién n, las cuddricas con centro (no degeneradas)
admiten como sistema de ejes cualquier conjunto de n rectas concurrentes en
el centro y conjugadas dos a dos, mientras que todo punto V' de un parabo-
loide puede hacer de vértice Para cuddricas sin puntos singulares existe una
terminologia mas fina. A una cuddrica Q(q, H) no degenerada y con centro
se le llamard un elipsoide si Q(q) es exterior al infinito (cuddrica en el infinito
vacia), y se hablara de hiperboloides en caso contrario, es decir, cuando Q(q)
se sitlie secante al infinito. Como una cuadrica con centro no degenerada no
puede ser tangente al infinito (razdénese), esta subdivisién en hiperboloides y

elipsoides es exhaustiva.

En dimension 2, a los hiperboloides se les conoce por hipérbolas, a los
elipsoides, por elipses, y a los paraboloides no degenerados, por parabolas
(véase lafigura I1.3.1].) Y se acabara esta tanda de definiciones con las de otros
elementos de las cuddricas propios de la geometria afin. Para una cuadrica no
degenerada, los diametros son la parte afin de los hiperplanos polares de los
puntos del infinito. (Adviértase que este concepto no tiene sentido méas que
en cuddricas afines con centro.) Por asintota se entiende a una recta tangente

a una cuddrica en un punto del infinito.

Se ilustrard todo lo expuesto en esta secciéon con un ejemplo examinando

la conica real

dx + 4y + 222 — 4y + 2y° = 0,
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O™

Recta impropia exterior Recta impropia tangente Recta impropia secante

Elipse Parabola Hipérbola
Figura I11.3.1

cuya extension proyectiva tiene por ecuacion
dxox1 + 4xoxs + 23@? —4xix9 + 23@% =0,

y por matriz

0 2 2
A=12 2 =2
2 =2 2

Como el hiperplano impropio H esté generado por los vectores e; = (0, 1,0)
y €2 = (0,0,1), las ecuaciones de H* se calculan imponiendo las condiciones
e1Azrt = 0y ea Azt = 0, con z el vector fila de indeterminadas (zq,r1, T2).

Se plantea entonces el sistema lineal

Sl)o—l—ZCl—.’BQ:O
xg — x1 + x2 = 0]°

Luego H+ =< v > conv = (0,1,1). Como u € H, se trata de un paraboloide.

Siguiendo la demostracién del feorema I1.3.2), se debe buscar un vector de

H+ —Rad(R?). Pero en este caso puede escogerse el mismo v ya que el radical

se anula al ser det(A) # 0. A continuacién, se ha de encontrar pareja a v
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para formar con él un par hiperbdlico. Para ello, elfjase cualquier a € R3 tal
que ¢(v,a) # 0. Por ejemplo, haciendo a = (1,0,0) se tiene q(v,a) = 4. Asi,

la matriz de ¢ restringida al plano hiperbdlico P generado por v y a adquiere

p=(i0)

Y se ha dado directamente con otro vector isétropo de P independiente de

la forma

v. Si no hubiera sucedido asi, se habria tenido que recurrir al procedimiento
utilizado para probar el fema I1.1.2), aplicado esta vez al plano P. El par
hiperbélico lo constituyen u = %a y v. Se ha dividido por 4 para que ¢(u,v) =
1. Por tltimo, el complemento ortogonal de P se obtiene mediante aAx? = 0,
vAzt = 0, que dan e; = (0,0,1) como solucién. Concluyendo, en la base

{u,v,es}, A es congruente con

—_
o O
N OO

y la cénica posee a 2z + 2y? = 0 por ecuacién reducida. Se trata de un
paraboloide no degenerado, o sea, una parabola. Ademads, con respecto al
sistema de coordenadas original, el vértice de la parabola es el punto < u >
de coordenadas homogéneas (i, 0,0) y cartesianas (0, 0), mientras que los ejes

vienen descritos por las ecuaciones
AP=2-y=0 y AQ=y=0,

donde A =<u> P=<v>yQ=<ey>.

§2 Extension proyectiva de una cuadrica afin

Se retornara en esta seccién al otro problema planteado al principio del
capitulo, el de investigar acerca de la unicidad de la cuddrica proyectiva que

origina una cuadrica afin. El siguiente teorema resulta clave en este asunto.
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Teorema 11.3.3 Una cuadrica afin Q no contenida en ningin hiperplano
(del afin), pose una tinica extension proyectiva Q’.

Demostracién La estrategia consistird en probar que los puntos de
la cuddrica en el infinito estdn determinados por los de la cuadrica afin.
Para ello, bastara con encontrar una propiedad que dictamine de manera
inequivoca cudndo un punto impropio estd sobre Q' y cudndo no. A tal fin
se demostrard que un punto del infinito A no pertenece a Q' si y solamente
si existe una recta por A que corta a la cuddrica afin Q en exactamente dos
puntos. Ha de quedar claro que, si se logra verificar la anterior afirmacion,
entonces la cuddrica afin proporciona un criterio para saber por qué puntos
pasa su extension proyectiva y, en definitiva, ésta ha de ser tinica.

Pues bien, supéngase que a un punto impropio A de Q' lo atraviesa una
recta r con dos puntos comunes con Q. Como r comparte tres puntos con la
cuddrica @', ha de estar contenida en ella. Pero como se razona en cuerpos
de mas de dos elementos, cada recta cuenta con cuatro o mas puntos. Por
otro lado, la interseccion de r con la cuddrica en el infinito ha de reducirse a
un unico punto, el A, pues, de lo contrario, toda la recta r se compondria de
puntos del infinito, algo imposible al poseer puntos afines, los dos de Q. De
ahi que la existencia de cuatro puntos en r fuerza a que r N Q' tenga como
minimo tres puntos. En conclusion, no hay rectas por los puntos impropios
de Q' que corten a Q en exactamente dos puntos.

Para la inclusién reciproca, témese A impropio y fuera de Q. Esto
ultimo implica la no singularidad de A. Por consiguiente, el subespacio polar
A+ de A es un hiperplano. Por la hipétesis sobre Q, resulta posible escoger

un B € Q — A+. En particular, B reside en el exterior del vértice pues

hay al menos un punto, el A, del cual no es conjugado. Ademas, el feorema

impide la tangencia entre la recta AB y la cuddrica Q’. De ahi que
AB N Q' conste exactamente de dos puntos, el B y otro que se llamard C.
., Qué ocurriria si C' fuese impropio?, que B se marcharia al infinito al reposar

en AC. Luego C pertenece al afin y, por tanto, a Q.
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Los argumentos de arriba demuestran que los puntos afines de una cuadrica
no contenida en un hiperplano determinan su cuadrica del infinito de forma
unica. El caso mas obvio que escapa a las condiciones del teorema se presenta
cuando la cuddrica afin ya es un hiperplano. Por ejemplo, la cuddrica z = 0
de Q? procede tanto de la cuddrica proyectiva xgrs = 0 como de 23 = 0.

El disponer de una condicién que asegure la unicidad de la extensién
proyectiva de una cuadrica afin justifica investigar qué cuadricas afines estan
contenidas en hiperplanos. Aqui se realizard la parte m&s bizarra de este
trabajo, dejando los detalles para los ejercicios. El discurso comienza con los
dos siguientes lemas, cuya demostracion también se omite.

Lema 1I1.3.1 Si los vectores isotropos de un espacio vectorial provisto
de una forma cuadratica constituyen un subespacio, entonces todo vector
isétropo esta en el radical.

Lema 11.3.2 Una cuadrica proyectiva no vacia contenida en un hiper-
plano se reduce al vértice.

Se pretende a continuacién buscar una cuddrica no degenerada Q de un
espacio proyectivo P sobre K tal que, para ciertos hiperplanos H y H’, la
cuadrica afin @ — H estd contenida en el hiperplano H' — H del afin. Es
evidente que @ € HUH'. Si dimP = 0, los hiperplanos serfan vacios en
contra de lo supuesto para Q. Para dim’P = 1, los hiperplanos se reducen a
puntos y Q se convierte en una cuadrica no degenerada dentro de una recta
proyectiva, en suma, o el vacio o dos puntos (los dos hiperplanos), con uno
de ellos en el infinito.

Supoéngase entonces que dimP =n > 2. El permite reducir
el trabajo al caso en que la cuadrica no esté contenida en uno sélo de los dos
hiperplanos. De ahi que deba cortar a cada uno de ellos en un punto que no
esté en el otro, es decir, existen A, B € Q, talesque Ac¢ H—H'y Be H' —H.
Se anuncia al lector que como etapa imprescindible para el objetivo marcado

se probara que el subespacio
S = (ALHBL)H(HHH')
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es vacio. Para ello se requieren de unos pasos previos. El primero consiste
en ver que los puntos A y B no son conjugados respecto de Q pues, de lo

contrario (o sea, A € B1) larecta AB serfa tangente a la cuddrica (recuérdese

el feorema I1.2.5)) y tiene dos puntos comunes con ella. Esto implica AB C Q.

Basta entonces elegir un punto adicional P en la recta distinto de A y de B
para llegar a contradicciones. (Si, por ejemplo, P € H, entonces B € AP C
H.)

Ademss, todo punto de la cuddrica situado en el subespacio H NH’ es
conjugado de A o de B. En efecto, sea Q € HNH' un punto de la cuadrica, con
A, B ¢ Q+. Larecta AB debe poseer otros puntos M y N distintos de A y B.
Se afirma que al menos una de las rectas QM o QN es secante a la cuadrica ya
que, de ser ambas tangentes (la posibilidad de situarse exteriores se desecha
por razones obvias), se tiene M, N € Q-+, lo que supone A,B € MN C Q.
Si es QM la secante a Q, entonces ha de cortar a la cuddrica en otro punto
L # @ que pertenece a alguno de los dos hiperplanos. De la opcion L € H se
deduce que M € QL ¢ Hy B € AM C ‘H. Un absurdo similar se obtendria,
de la otra suposicion.

Se demostrara ahora que el subespacio S esta contenido en la cuddrica.
Témese un C dentro de S. Como C ¢ AB (razénese), los puntos A, B y
C determinan un plano que se denotara por my. Escribiendo r = 7wy N H,
s=myNH yC=mN Q, se puede restringir el razonamiento a la cénica C
del plano 7, la cual esta contenida en la unién de las rectas r y s. Conocido
del capitulo anterior el aspecto de las conicas de un plano, se ha de concluir
con que C, degenere o no, debe poseer otros puntos aparte de A y B. Sea
FE uno de esos puntos. Cualquiera de las opciones E € r o E € s conduce a
C € Q, ya que habrd una recta por C' tangente a la cuddrica cortandola en
dos puntos.

Como 9ONS es la cuadrica que llena el subespacio S, todo par de puntos de

S son conjugados respecto de Q. Si existiera algin C' € S, la descomposicién
P=AB+ (HNH),
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junto a la no degeneraciéon de Q, impiden que C sea conjugado de todo el
subespacio H N H’. Hay entonces un R € HNH' con R ¢ C*+. La recta CR
es pues secante a la cuadrica y la corta en otro punto D # C. El punto D
pertenece al subespacio H N H’, luego la parte probada lo obliga a que sea
conjugado de A o de B. Sin embargo, no puede serlo de ambos ya que entonces
D € S serfa conjugado de C, mientras que la recta C'D no es tangente a Q.
Ahora toca razonar en el subespacio £ de dimensién 3 engendrado por

los cuatro puntos no coplanarios A, B, C'y D.

Figura 11.3.3

En él, los planos 11 = A+ C + D y mo = B+ C' + D son las respectivas
secciones de & por los hiperplanos H y H’, las cuales se intersecan segin
la recta C'D. Como antes, pueden considerarse las cénicas resultantes de la,
interseccién de diversos planos de £ con la cuddrica, por ejemplo, la contenida
en m; debe degenerar en AC' U AD. Pero la que interesa examinar aqui es la,
seccién cénica C' de Q por el plano 73 = A + B + D. Esta ha de contener
a toda la recta AD maés el punto B fuera de AD. Debe haber entonces otra
recta por B contenida en C’. Sea esta BD’ con D' € AD. Si D' ¢ 7, entonces
hay puntos de la cuddrica que no estdn ni en H ni en H'. Y D’ # D ya que
se tom6 D no conjugado de B. Se ha llegado a este callején sin otra salida
que el absurdo por haber concebido un punto C' en el subespacio S, lo que

prueba, por fin, que
(AtNnBHn(HNH)=0.
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Lo importante de este hecho es que proporciona informacion crucial
acerca de la dimension n del espacio proyectivo P. Se esta razonando en la
hipétesis n > 1. Por otro lado, tanto A+ N B+ como H NH’ son subespacios
de P de dimensién n—2. Al ser distintos (razdénese esta afirmacién), se cortan
segin un subespacio de dimension a lo sumo n — 3. Pero esta interseccion es
vacia, luego n —3 < —1 y n < 2. Y ahora es cuando uno se da cuenta de
que todo el rato se ha estado argumentando en un plano proyectivo, con Q
una cénica no degenerada contenida en la uniéon de dos rectas distintas r y s.
Ademas, el punto de interseccion C = r N s no puede pertenecer a la conica
ya que esta tendria a C' como vértice. Esto obliga a que no haya mas de tres
puntos en cada recta pues ni r ni s han de estar contenidas por completo en

Q. Por tultimo, una conica degenerada y no vacia tiene tantos puntos como

cualquier recta del plano (gjercicio I1.2.3), y como el cuerpo mas pequeno de

caracteristica distinta de 2 posee 3 escalares, en la conica se cuentan al menos

4 puntos (pjercicio 1.3.9).

En conclusién, Q consta exactamente de cuatro puntos (distribuidos dos
en cada recta), y el cuerpo, de tres elementos, luego se trata de la cénica no
degenerada del plano proyectivo sobre Zs: cuatro puntos sin tres de ellos
colineales. Se tiene entonces demostrado el

Teorema I1.3.4 Las unicas cuadricas proyectivas no degeneradas y no
vacias cuya restriccion al afin esta contenida en un hiperplano son:

i) la que consiste en dos puntos de una recta proyectiva con uno de ellos

en el infinito, y

ii) la constituida por un simplex del plano proyectivo sobre Zs con dos
puntos en el infinito, en definitiva, una cuddrica no degenerada de Py(Zs3) >

La importancia del teorema anterior reside en que basta imponer unas

3 Este resultado se propone como ejercicio en [Gruemberg y Weir] anadiendo el comentario de

que no supone excesivas dificultades. Sin embargo, el autor de estos apuntes solo ha logrado

desarrollar dos demostraciones no demasiado sencillas. Una es la aqui expuesta. La otra,

que puede consultarse [pinchando_agul, no es sino la contrapartida analitica de los anteriores
argumentos sintéticos. Por eso se anima al lector audaz a que busque algo mds simple. Si lo

consigue, se le agradecerd que lo comunique.
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condiciones en extremo débiles para asegurar que una cuadrica afin se origina
por una unica cuadrica proyectiva.

Corolario I1.3.1 En dimension mayor que 1 y sobre cuerpos con mas
de 3 elementos, si una cuddrica afin no vacia posee extension proyectiva no
degenerada, entonces esta es tnica.

La determinacion de las cuddricas proyectivas degeneradas contenidas
en una pareja de hiperplanos parece ahora facil. Sélo se requiere usar que
tal cuadrica Q, o bien se reduce al vértice si la directriz es vacia, en cuyo
caso no es sino un vulgar subespacio ([ema I1.3.9), o bien nace como unién
conjuntista del haz de rectas que pasan por el vértice y se apoyan en una
directriz. Suponiendo que se presenta este segundo caso y que Q no esta
totalmente contenida ni en H ni en H’, operando como antes se obtendran
puntos de la cuddrica Ay B, con A€ H—"H'y B € H' —H, no conjugados
y, por consiguiente, fuera del vértice. Tomando ahora un suplemento W
del radical con A, B € P(W), los subespacios H N P(W) y H' N P(W) se

convierten en hiperplanos cuya unién aloja a una directriz. Se proseguiria

entonces la buisqueda de Q con la ayuda del feorema I1.3.4. Hégase, si se

desea, como ejercicio.

§3 Clasificacion afin de las cuadricas

Definicién I1.3.1 Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo provistos de sendas formas cuadraticas ¢ y ¢’. Témense un hiperplano
H de V, y otro H' de V’'. Se dird de los pares (¢, H) y (¢’, H') que son
afinmente equivalentes si existe un isomorfismo lineal f : V. — V' tal que
g=¢ ofy f(H)= H'. Por clasificar cuddricas en un espacio afin A(V, H)
se entiende el dar, salvo equivalencias afines, la lista de todos los pares (g, H)
que definen las cuddricas Q(q, H) del espacio.

Varias son las observaciones que toca hacer ahora. En primer lugar,

adviértase que la definicién fuerza a que dim(V) = dim(V”). Por otro lado,
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segun se vio en la prueba del feorema I11.3.1], si los pares (¢, H) y (¢’, H') son

afinmente equivalentes, con ¢ = ¢’ o f y f(H) = H’, entonces la afinidad
A(f) aplica la cuadrica Q(q, H) en la cuddrica Q(q¢’, f(H)). Sin embargo, el
reciproco falla pues tal vez existan cuddricas, no solo transformadas una en
la otra por una afinidad, sino incluso iguales como conjuntos, que han sido
originadas por pares (¢, H) no equivalentes. Piénsese, por ejemplo, en las

cuédricas afines de Q3

Ambas ecuaciones describen al plano x = 0. No obstante, si se consideran

procedentes de las formas cuadraticas

q(vo, 71, m2,23) =27y (20,71, 72,73) = 27071,

y con hiperplano impropio de ecuacion xy = 0, se visualiza con claridad
que (g, H) no es afinmente equivalente a (¢’, H) . De hecho, las cuddricas
proyectivas Q(¢q) (un plano) y Q(¢’) (dos planos secantes en una recta) no son
proyectivamente equivalentes. Tal circunstancia no se producia en espacios
proyectivos donde el hecho de que una cuadrica se transformase en otra por
una proyectividad se usaba como definicién de equivalencia. Pero es que alli,
el conjunto de puntos de una cuddrica proporcionaba informacién decisiva
acerca de la forma cuadratica. Recuérdese, si no, cémo el rango y el indice
de Witt de ¢ dependen de la dimension del vértice y la de los subespacios
proyectivos maximales contenidos en Q(¢q). Por el contrario, cuando a uno
le dan una cudadrica en un espacio afin, sin decir de quién procede, parte
de los datos precisos para determinar su origen proyectivo se han quedado
inaccesibles en el hiperplano del infinito. De ahi que se haya optado en estos
apuntes por reservar el concepto de equivalencia afin a los pares (¢, H) y no

a las propias cuddricas afines®.

4 Por resaltar alguna diferencia, ndtese que q tiene rango 1, mientras que el rango de q' es 2.

5 Otros autores evitan esta molestia distinguiendo entre la cuddrica afin (la clase de equiva-
lencia del par (g,H)) y el conjunto de puntos de una cuddrica afin.
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Con respecto a esta discusién, ndtese también que careceria de rigor
hablar del rango (o indice) de una cuddrica afin, a menos que esta tenga ex-
tension proyectiva Unica. De ahi la importancia del estudio llevado a cabo en
la seccién anterior. Por ejemplo, considérense dos cuddricas afines Q(q, H)
y Q(q¢', H') definidas en sendos espacios afines A(V,H) y A(V', H'). Si nin-
guna de las dos estd contenida en hiperplanos afines, entonces si que tendria
sentido hablar de equivalencia proyectiva entre las cuadricas proyectivas que
las generan, pero no en otro caso.

Eso si, si (¢, H) y (¢/, H') son pares afinmente equivalentes, es obvio que
se da la equivalencia proyectiva entre las cuddricas Q(q) y Q(¢’). Y si f es el
isomorfismo lineal tal que ¢’ = g o f, entonces también son proyectivamente

equivalentes las cuddricas en el infinito Q(qy) y Q(q%) % Este hecho, junto

con el feorema II.2.1T), hace innecesaria la demostracion del

Teorema I1.3.5 Son condiciones necesarias para la equivalencia afin de
dos pares (¢, H) y (¢, H") (definidos en los respectivos espacios vectoriales
V y V' de la misma dimensién sobre un cuerpo K ) que coincidan los rangos
e indices de Witt tanto de las formas cuadraticas q y ¢’ como de qu y ¢y -
Para K, o bien algebraicamente cerrado, o bien un cuerpo ordenado en el que
cada elemento positivo admita raiz cuadrada, tales condiciones también son
suficientes.

De nuevo el enunciado contempla dos de los casos mas importantes, el real
y el complejo, cuya descripcion detallada en dimensiones bajas se realizara
mas adelante. Pero antes de eso conviene observar ciertas relaciones entre
los rangos e indices de una forma cuadratica y los de su restriccién a un
hiperplano.

Sea Q(q, H) una cuédrica de un espacio afin A(V, H). Dendétense por r

v 1o a los respectivos rangos de ¢ y gy, y por i e ig a sus indices de Witt.

6 m reciproco también es cierto, es decir, si Q y Q' son cuddricas afines no contenidas en
hiperplanos y tales que no solo se da la equivalencia proyectiva entre Q(q) y Q(q"), sino también
entre sus cuddricas del infinito, entonces los pares (q,H) y (q¢',H') son afinmente equivalentes.
Por desgracia, la demostracion de tan interesante resultado, obtenido por Witt en 1936, escapa
al alcance de estos apuntes.
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Gracias al feorema I1.3.7, puede encontrarse una base de V en la que ¢ se

describe mediante una matriz del tipo

A | 0 ... 0
A= |0 M 0
0 | 0 ... A

si se trata de una cuddrica con centro, o

0O | 1 O 0
1 {1 0 O 0
A=1010 a0
ol o 0 .0 ox

en el caso del paraboloide. En ambas circunstancias, tachando la primera
fila y la primera columna se obtiene la matriz de qg. Una simple ojeada a
las matrices permite afirmar que 0 < r — rg < 2, mientras que la igualdad
r —ro = 2 nada mas que se produce en los paraboloides. Ademads, como
un subespacio totalmente isotrépico de H también lo es de V' y entre las
dimensiones de V' y H sélo media una unidad, entonces 0 < ¢ — iy < 1. Para
r —ro = 2, es decir, para un paraboloide, siempre existe el plano hiperbélico
que determina el par (u,v) y que se visualiza en la (2 x 2)-esquina superior
izquierda de A. Este plano no esta contenido en H. Pero quiza haya mas
planos hiperbdlicos en el complemento ortogonal de < u, v >, los cuales,

aparte de alojarse dentro de H, también constituyen planos hiperbdlicos de

V. (Los vectores u y v son los mencionados en el apartado ii) del feorema

[ 11.333.) De ahi que i = ig + 1. Por dltimo, para r = 7y se razonaria sobre
una cuadrica con centro. La igualdad de rangos implica que A\g = 0, por
lo que u € Rad V' y los subespacios totalmente isotrépicos maximales de un

suplemento del radical se encuentran en H. Luego i = ig. Resumiendo,
0<r—ryg<2, y r—rg=2 para los paraboloides,

0<i—ip <1, r—rg=2implicai=1i9+1, y r=ry implica i = ig.
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Para cudadricas afines procedentes de formas cuadraticas no degenera-
das, se suele utilizar la siguiente terminologia: a las regladas se les denomina
también hiperbdlicas, mientras que el adjetivo eliptica se aplica a las no re-
gladas.

Se pasa ahora a dar la lista, incluyendo un modelo de ecuacién reducida,

de las cénicas afines reales. Se omite el proceso de elaboracién puesto que

s6lo hay que tener en mente el feorema I11.3.9, las matrices de q y qp, asi

como las relaciones obtenidas para los rangos e indices de Witt.

I Cénicas con centro
IL1r=3,17=2,i=0,ip=0, 1+ 2% +9%2 =0,

elipse imaginaria
I.2r=3,1=2,i=1,ip=0, -1 4+224+4y%>=0,

elipse real
I.3r=3,1=2i=1,i9=1,14+22-32=0,

hipérbola
Idr=2,1r0=2,i=0,iyp=0, 22 +y> =0,

dos rectas secantes imaginarias (que se cortan en un punto real)
I5r=21r9=2i=1,i9=1, 22 —y?2 =0,

dos rectas secantes
L6r=2r9=11:i=0,ip=0,2°+1=0,

dos rectas imaginarias paralelas
L7r=21r=1,i=1,i9=0,22-1=0,

dos rectas paralelas
I8r=1,rg=1,i=0,i9=0, 22 =0,

recta doble
19r=1,79=0,1=0,7=0,1=0,

recta impropia doble (el vacio)
.10 r=0,70=0,7=0,7 =0, 0 =0,

todo el plano
IT Paraboloides
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Hiperboloide de una hoja Cilindro de base una elipse

I.1r=3r=1i=1,i=0, 2z +y> =0,
parabola
I1.2r=2,r9=0,1=1,1 =0, 2z =0,
una recta (y la impropia)
Y ahora se procede de igual forma a clasificar las cuddricas tridimensio-

nales del espacio afin R3.
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I Cuédricas con centro
Ilr=4,r0=3,i=0,i0=0, 14+ 2>+ y>+22 =0,

elipsoide imaginario
I27r=4,r9=3,i=1,i90=0, —1+ 224+ y>+22 =0,

elipsoide real
I.3r=4,1=3,i=1,i9g=1,1—22+y>+ 22 =0,

hiperboloide eliptico (o de dos hojas)
ILdr=4,1r0=3,i=2,ip=1,1—a2%2+y>—22=0,

hiperboloide hiperbdlico (o de una hoja)
I57r=3,7r0=3,i=0,i0=0, 22 +y>+ 22 =0,

cono imaginario (de vértice real)
I.6r=31r=3i=1i9=1, —224+1y?>+22=0,

cono (real)
I.7r=3,7r0=2,i=0,ip=0, 1 +2%2+3> =0,

cilindro imaginario (vértice imaginario impropio)
I.8r=3,1r9=2,i=1,ip=0, -14+2>24+¢y%2=0,

cilindro (de base una elipse)
I9r=3,rg=2,i=1,ig=1, -1+ 2% —y> =0,

cilindro (de base una hipérbola)
1L10r=2,r0=2,i=0,i0=0, 22+ 42> =0,

par de planos imaginarios (secantes en una recta real)
L1lr=2,rg=2,i=1,i9g =1, 22 —y?> = 0,

par de planos secantes
I.127r=2,7r90=1,i=0,i0=0, 1 + 22 =0,

par de planos imaginarios paralelos
I.13r=2,rg=1,i=1,i9=0, -1 + 22 =0,

par de planos paralelos
L14r=1,r9=1,i=0, 49 =0, 22 =0,

plano doble
I1.15r=1,79=0,i=0,7=0,1=0,
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Cilindro de base una hipérbola Cono

plano impropio doble (el vacio)
.16 r=0,7r0=0,7=0, i =0, 0 =0,
todo el espacio
IT Paraboloides
IMlr=41r9=2,i=1,i0=0,2x+y>+22 =0,
paraboloide eliptico
II.2r=4,r9=2,i=2,ig=1, 2z —y> + 22 =0,
paraboloide hiperbélico
II.3r=3,ro=1,i=1,i0=0, 2z +y%> =0,
cilindro (de base una pardbola)
I4r=2,r0=0,1=1,1i9=0, 22 =0,
un plano (y el impropio)
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Las relacién de conicas y cuddricas tri-
dimensionales complejas se obtiene de las ta-
blas anteriores sin mas que limitarse a leer,
entre los casos con idénticos valores para r y
ro, aquellos en los que tanto ¢ como 7o alcan-
cen el maximo posible. Por ejemplo, no hay
mas cuadrica tridimensional compleja no de-
generada que el hiperboloide hiperbélico. En

estas paginas se ofrecen imagenes de algunas

Cilindro de base una parabola  cuddricas no degeneradas de R?.

Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdélico

84 Ejercicios

1) Pruébese que si un didmetro corta a una cénica en dos puntos distintos
Ay B, entonces se trata de una cuadrica con centro. Ademds, el punto medio
M = # esta en el centro de la cuéddrica.

2) Sea (A, B,C, D) un trapecio inscrito en una cénica Q, con AC||BD,
de puntos diagonales E = ABNCD y F = AD N BC situados en el afin.

Supéngase que Q no llena el plano. ;Qué puede decirse de la recta EF.
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Indicacién: distinganse los casos en que la conica tenga centro o sea un
paraboloide.
3) Sea Q una cuadrica no degenerada y no vacia de un espacio afin de
dimensién n.
i) Si Q tiene centro O, razdnese por qué cualquier conjunto de n rectas
por O conjugadas dos a dos constituye un sistema de ejes de la cuadrica.
ii) Si Q es un paraboloide, demuéstrese que todos los posibles ejes de
simetria son paralelos a una recta r. Ademas, elegido un punto cualquiera
V de Q, el conjunto formado por la paralela a r por V mas n — 1 rectas
tangentes a Q en V' y conjugadas entre si constituye un sistema de ejes
del paraboloide.
4) Demuéstrense los lemas [1.3.7 y [1.3.3.
5) Describanse todas las cuddricas de un espacio proyectivo de dimensién
4 contenidas en la uniéon de dos hiperplanos.
6) En un espacio afin de dimensién 3, dese algtin ejemplo de una cuadrica
vacia que posea una extension proyectiva no degenerada y otra de rango 1.

* 7) En el espacio proyectivo P3(R) considérese la familia de planos
{map 0,8 €R, af # 0} con my 5 =20z + axy + axs = 0.
Dada la cuadrica proyectiva

1 1
Q(q) = —xj + 203 + 523 + 225 — 1179 + 27173 + 5 2%3 = 0,

clasifiquense las cuadricas afines Q(q, m,,3) segun los valores de o y £3.
8) Dada la familia de cénicas reales 2\ — 1 + 2z + (2\ — 1)z + y? = 0,
i) Dese la clasificacion afin en funcién de A.
ii) Para A = —1, héllense las asintotas y el centro.
iii) (Es siempre el centro de una hipérbola la intersecciéon de las dos
asintotas?

9) Calciilense los ejes y la ecuacién referida a ellos de la cuddrica real
—1 44z — 2zy + 2z2 — y? + 2yz — 2% = 0.
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10) ;Qué valor hay que dar al pardmetro A para que la conica
2 =Xy +2y° —x—-2=0

esté formada por dos rectas?

11) Héllense las ecuaciones de las tangentes desde el origen de coorde-
nadas a la cénica y? — 2xy + 2y — 4r — 2 = 0. Dese el centro (si existe) y la
tangente en el punto (—3,0).

12) Se considera la cénica
anz? + agny® + 2012y + 20012 + 2002y + g = 0.

i) Demuéstrese que las coordenadas del centro son las soluciones del

sistema

{0411513—}—0412?/—}-0401 :0}

Q12T + 22y + a2 = 0

ii) Compruébese que las cénicas de centro («, 3) son las de la familia
Ma —a)® + uly = 8)* +v(z —a)(ly — ) + ¢ =0.

13) Hallese el lugar geométrico de los polos de la recta x + y = 0 con
respecto a la familia de cénicas reales z2 + 2\y — 2y? + 2 \x — 1 = 0.
14) Describase el lugar geométrico de los puntos del plano afin real tales

que sus polares respecto a las conicas
=2 x + A2 =0,

con A un real no nulo, pasen por (—1,1) y se mantengan paralelas a y = 2.

15) Calcilese la ecuacién del cono real que tiene por vértice el punto

(1,2,2) y por directriz la hipérbola contenida en el plano y = 0 que satisface
2 2

T

9

I\

=1

1

(=}

. 16) Clasifiquese la familia de cuadricas de R3

pr? + (14 pw)y? + (1 + p)2* + 2uay + 2uaz + 2uyz — 2y + A+ 1= 0.
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17) En un plano afin sobre un cuerpo con ¢ elementos, ;de cudantos
puntos puede constar una conica no degenerada?

18) Clasifiquense las cénicas del plano afin sobre Zs.

19) Utilicese el fjercicio II.2.T3 para enunciar una propiedad acerca de

la hipérbola que permita construir un punto de ella conocidas sus asintotas y
otro de sus puntos.

20) Demuéstrese que los ejes de una cuddrica con centro son ejes de
simetria de la cuédrica, mientras que de los ejes de un paraboloide, uno
funciona como eje de simetria, y los demaés se sitiian tangentes al paraboloide

por el vértice. Entiéndase aqui la simetria en el mismo sentido que se le dio

en la seccién §1, es decir, si {ug,u1,...,u,} es un sistema de coordenadas
homogéneas con < uq,...,u, > el hiperplano impropio, entonces el simétrico
del punto P = (y1,...,yn) respecto del eje < wug,u; > serd el punto de
coordenadas

(y17y27 s Yi—1, =Y Yj+1, - - - 7yn)

21) De una parabola se conocen dos puntos A y B y sus respectivos

simétricos A" y B’ respecto del eje de simetria de la pardabola. Utilicese el

reciproco del teorema de Pascal (feorema I1.2.1() para obtener otro punto

mas de la parabola.

22) En este ejercicio se construird un contraejemplo al reciproco de la

primera parte del feorema I1.3.7. Considérense las cénicas

O=2+y2=1 y Q=2>+24°=1

del plano racional Q2.
i) Pruébese que ambas cénicas son no vacias, y no estéan incluidas en
hiperplanos. Esto, tras recordar el comentario previo al teorema citado,
permite plantearse la pregunta de si Q y Q' son afinmente equivalentes.
ii) Compruébese que el conjunto de invariantes {r, ro, 7, 4o} de Q (rangos
e indices de la extensién proyectiva tnica de Q, y de la cuadrica del

infinito) son los mismos que los de Q'.
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iii) Razoénese por qué no puede darse la equivalencia afin entre Q y Q.

23) Héllense todas las hipérbolas del plano afin real de asintotas y = x+2
yr=—1.

El lector ha de intentar resolver este 1ltimo ejercicio con lo desarrollado
en los apuntes. Sin embargo, se hace notar que también es factible abordarlo
con los conocimientos del bachillerato. En efecto, cualquier paralela a una
asintota corta a una hipérbola en exactamente un punto (;por qué?). Ello per-
mite, en este caso en el que una de las asintotas es vertical, concebir a la cénica
como la traza de una funcién racional del tipo y = %, con p(x) un polinomio
de segundo grado y ¢g(x) el polinomio x + 1 (meditese la razén). El célculo de
los coeficientes de p(x) se reduce ahora a aplicar las recetillas que se les ensena

a los alumnos de secundaria para obtener las asintotas inclinadas de una

funcién real de variable real. Si ninguna de las asintotas fuese vertical (esta
cosa  sena
, se
—sena  cos«
colocaria a una de ellas en posicion vertical para situarse en las condiciones

no es la situacién), con un giro del tipo (2',y’) = (z,y) <

anteriores. Ahora se operaria conforme al procedimiento de arriba, para luego

deshacer el giro.

& I B
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