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A. Castellén

PROYECTIVIDADES ENTRE
CONICAS. HACES

A lo largo de esta seccion, si no se menciona nada en contra, se entendera
que el escenario es proyectivo, aunque los resultados que aqui se contienen

también produzcan frutos importantes en el afin.

81 Proyectividades entre cénicas

En el capitulo anterior se vio como el teorema de Steiner (feorema I1.2.§)

permitia definir la razén doble de cuatro puntos sobre una coénica. Por otro
lado, en el feorema 1.4 se llegd a la conclusion de que las proyectividades
entre rectas se obtienen como biyecciones que conservan razones dobles. De

ahi lo natural de la siguiente

Definicién I1.4.1 De una biyeccion o : Q — Q' entre cénicas proyecti-
vamente equivalentes se dice que es una proyectividad si siempre que tenga
sentido escribir la razén doble (ABCD) de cuatro puntos de Q, ésta coincida
con la razén doble (o(A)o(B)o(C)o(D)) de sus imagenes.

Se examinara qué sucede en ciertas situaciones particulares. Considérese
una biyecciéon o : Q@ — Q' entre dos cénicas. Que ambas son vacias o se
reduzcan a un punto representan situaciones triviales. Si las dos coénicas se
componen de sendas rectas (dobles, claro), la expresion (ABCD) hay que
entenderla como la razon doble ordinaria de cuatro puntos alineados, por lo
que el nuevo concepto coincide con el de proyectividad entre rectas sobre el
mismo cuerpo. Supongase ahora que las conicas cuentan con rangos e indices
iguales a 1. Ello implica que el vértice de cada una consta de un solo punto
y, la directriz, de dos, luego existen rectas r, s, ' y s', con r # sy r’ # ¢,

tales que Q@ =rUsy Q' =r"Us" (véase la figura IT.41)
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Figura 11.4.1

Fijense dos puntos Ay B en r — {C} con C = rNs. Elijjanse D €
r—{A} y X € s—{C} para que tenga sentido escribir (XA XB XC XD).

Denétense por X', A’, B’, C' y D’ a las respectivas imdgenes por o de los
puntos X, A, B, C'y D. De la definicién de proyectividad entre conicas se
desprende, por un lado, que C/ = ' N s’ y, por otro, que ha de existir el 14piz

(X'A" X'B" X'C" X'D’), lo que fuerza a que A’, B’ y D’ se sitien sobre una

de las dos rectas que conforman Q’, mientras que X’ ha de yacer en la otra.
No hay inconveniente en suponer A’, B’. D’ € ' y X’ € s'. En particular, o
transforma puntos alineados de r en puntos alineados de r’ y conserva razones
dobles de puntos, luego su restriccion de dominio y codominio se convierte en
una proyectividad entre rectas. Igual sucede entre sy s’. Por tltimo, bastarfa
tomar P,Q) € r — {C} y S,T € s — {C}, para concluir, usando el teorema
fundamental, con que o proviene de una proyectividad entre los planos que
alojan a las conicas. Este tdltimo razonamiento también se aplica a cénicas
no degeneradas y no vacias ya que cada una de éstas contiene un simplex
(;por qué?). En suma:

Teorema 11.4.1 Una proyectividad entre conicas es la restriccion de una

proyectividad entre los planos proyectivos que les dan cobijo.

Especial interés presentan las proyectividades de una cénica en si misma
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pues de su estudio se obtienen resultados tiles para su trazado o el de alguno

de sus elementos.

Si el feorema fundamental] de la geometria proyectiva permitia determi-

nar una proyectividad entre rectas a partir de las imagenes de tres puntos
del dominio, deberia sospechar el lector que algo semejante acontezca para
proyectividades entre conicas. A tal fin, considérense una cénica Q no dege-
nerada y no vacia de cierto plano proyectivo, y una proyectividad o : @ — Q
de la que se conocen los transformados A’, B’ y C’ de sendos puntos distin-
tos A, B,C € Q. Toémese otro punto D € Q diferente de los anteriores. Si
A=A", B=B'y C = (", entonces

(ABCD) = (6(A)o(B)o(C)o(D)) = (ABCo(D))

implica que D = o(D) y 0 = 1¢ (repésese el EJercicio I1.2.11]). Cuando ¢ no

sea la identidad, no habré inconveniente en suponer que A # A’. Sea 1 : A* —

(A")* 1a biyeccién que opera en la forma 7(Ao (X)) = (A) X y (A1) = (A")*.

No es dificil comprobar que 7 es una proyectividad entre haces que tiene a
AA’" como recta doble. Esto la convierte en una perspectividad (recuérdese el

feorema 1.4.8.iv]). Los puntos P = AB'NA’By Q = AC’ N A’C determinan
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el eje e = PQ de la perspectividad (figura 11.4.9.) La imagen D’ de D
viene ahora determinada por la intersecciéon con Q de la recta AR, donde
R=enAD.

Y lo gracioso del asunto estriba en que la recta e no depende de los

centros de proyeccién elegidos. Si, por ejemplo, se hubiese tomado 7" entre el

haz de rectas B* y (B’)* con S = B'C'N BC', el teorema de Pascal (feorema

[ T11.2.9) asegurarfa que S € PQ = e. Este importante hecho se refleja en el
siguiente

Teorema I1.4.2 Si O es una cénica no degenerada y no vacia de un

plano proyectivo, entonces para cada proyectividad o : Q — Q distinta de la

identidad existe una recta e, denominada eje de Steiner de o, con la propiedad

de contener a todas las intersecciones Ac(B) N Bo(A), con A y B sobre la
conica.

Si una proyectividad o esta en las condiciones del teorema, resulta evi-
dente que los puntos dobles de ¢ recaen en las dos, una o ninguna intersec-
ciones del eje de Steiner con la conica. Por analogia con las proyectividades
entre rectas, se dird de o que es hiperbdlica si cuenta con dos puntos dobles,

parabdlica, si sélo posee uno, y eliptica cuando no hay puntos dobles.

Secante Tangente Exterior

Figura 11.4.3

Como consecuencia importante de todo esto se obtiene un método grafico

para el cédlculo de los puntos dobles de una proyectividad de una recta en si
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misma o de un haz de rectas en si mismo. Sean r una recta de cierto plano
proyectivo, y ¢ : r — r una proyectividad, con o # 1,., de la que se conocen
las respectivas imédgenes A’, B' y C’ de tres puntos A, B y C. Supdngase
que se dispone de una cénica no degenerada y no vacia Q. Elijase un punto
arbitrario X € Q — r, el cual permitira definir otra proyectividad 7 : Q — O,

mediante 7(A;) = A}, 7(B1) = B y 7(C1) = C7 (Bg 11)

El eje de Steiner e de la proyectividad 7 queda determinado por los

puntos Q = A1B'1 NAByy P= A;C"y N A’1C. Se evidencia ahora que
cada interseccién M; del eje con la cénica (punto doble de 7) se proyecta
sobre un punto doble M = X M; Nr de o, por lo que o contard con 2, 1 6 0
puntos dobles segiin el eje de Steiner se sitlie secante, tangente o exterior a
la cénica. En la figura, con e N Q = {U, V'}, se ve uno de los puntos dobles,
el punto M =rNXU.

Si lo que se pretende es hallar las rectas dobles de una proyectividad
o : A* — A" entre dos haces de rectas superpuestos, se podria, bien dualizar lo
ya efectuado, bien elegir una recta auxiliar 7 no conteniendo a A y considerar
en 7 la proyectividad o/(Y) = r N o(AY), lo que reduce el problema al caso

anterior, o bien tomar una conica por A y reconstruir un argumento semejante
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al anterior. Pero todo ello no sera tratado aqui, sino en el Cuaderno de

practicas.

62 El teorema de Desargues-Sturm

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K. El con-
junto Q(V) de las formas cuadréticas ¢ : V' — K puede estructurarse como
K-espacio vectorial con las operaciones puntuales ¢ + ¢’ : v — q(v) + q(v') y
Aq : v — Aq(v). Fijada una base en V| es evidente que la aplicacién que asocia
a cada forma cuadratica ¢ su matriz en tal base constituye un isomorfismo
entre Q(V) y el subespacio de las (n x n)-matrices simétricas sobre K. Esto
da la dimensién w de Q(V'). Al espacio proyectivo asociado a Q(V') se
le denotara por Q(V).

Definicién I1.4.2 Si £ es una recta del espacio proyectivo Q(V'), se
entenderd por haz de cuadricas al conjunto de las cuéddricas Q(q) de P(V)
tales que < ¢ >€ L. De un haz se dird que es degenerado si todas sus
cuadricas son degeneradas. A los puntos comunes a todas las cuadricas de un
haz se les llamara puntos base del haz.

Es facil exhibir ejemplos de haces. En un espacio proyectivo P(V),
escojanse dos cuddricas cualesquiera Q@ = Q(q) vy Q' = Q(¢') distintas en-
tre si y de la cuadrica que llena todo el espacio. Ello implica que ¢ y ¢’ son
formas cuadraticas no proporcionales y, por tanto, engendran puntos diferen-
tes A=< q>y B=<¢q >de Q(V). De ahi que se pueda considerar la recta
proyectiva AB C Q(V), la cual definird un haz, en concreto, el integrado
por las cuddricas del tipo Q(Ag + 1¢’), con Ay p cualesquiera escalares no
simultdneamente nulos. Por comodidad en la escritura, al haz introducido
de semejante guisa se le denotard por QQ’. Ademds, si alguna de las dos
cuddricas Q o Q' es no degenerada, entonces también lo serd el haz. Més
adelante se verd que dos cuddricas degeneradas pueden engendrar un haz no

degenerado. Pero también se da la circunstancia contraria si se eligen a mala
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idea ¢ y ¢’. Por poner un caso, témense en P(V), con dimP(V) = 2, las
cénicas O = x% =0y Q = :c% = 0 que degeneran en sendas rectas dobles.
Todas las cuddricas de ecuacién Aoxg + A1z = 0 son degeneradas valgan lo
que valgan Ay y A pues el punto (0,0, 1) siempre cae en el vértice. (Complete
el lector los detalles de este argumento.)

A continuacién se enumeran varias observaciones interesantes acerca de
los haces de cuadricas.

Teorema I1.4.3 Sea ® = {Q(q)}<4>c, un haz de cuddricas de un es-
pacio proyectivo P(V') de dimensién n > 0. Entonces:

i) La cuddrica que llena el espacio no pertenece a ®.

ii) Para cada punto P de P(V'), una de dos, o bien P es un punto base
del haz, o bien existe exactamente una cuadrica del haz que pasa por P.

iii) El haz ® no puede estar constituido solo por cuddricas vacias.

iv) Si ® es no degenerado, hay en él a lo sumo n + 1 cuddricas degene-
radas.

Demostracién La parte i) se desprende directamente de la definicién
de haz. Y es que la cuddrica idénticamente nula no es sino el vector 0 del
espacio vectorial Q(V'), el cual ni tan siquiera tiene derecho a engendrar un
punto del proyectivo Q(V).

Para justificar el aserto ii) hay que comprobar antes que el conjunto
H={<qg>€Q(V): PecQ(q}

constituye un hiperplano de Q(V'). En efecto, fijese un sistema de coordena-
das homogéneas con respecto al cual el punto P tenga por coordenadas a la

(n+ 1)-upla (ag, aq,...,q,). Que la cuddrica Q(q) de ecuacién
aooxg + ...+ am:z:i + 2a010x1 + 20009029 + ... + 200, n20T, = 0
pase por P implica que

2 2
Qoo + - .. appa;, + 2ap1000 + 20020002 + ...+ 2o 00, = 0,
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expresién que representa a la ecuacién de un hiperplano de Q(V) en las
incégnitas «;;. Ahora es facil probar la propiedad enunciada pues las po-
siciones relativas de una recta y un hiperplano son bien conocidas del lector.
Para £ C H toda cuéadrica del haz contiene a P. Mientras que si la recta £
corta al hiperplano H en un tnico punto, solo habra una cudadrica que pase
por P.

El apartado iii) es consecuencia del ii), por lo que solo queda por com-
probar iv). Para ello, elijanse en ® dos cuddricas distintas Q(q) y Q(q’). Si
® es no degenerado, no hay inconveniente en suponer que ¢ es una forma
cuadratica no degenerada. Sean A y B las (n -+ 1)-matrices simétricas respec-
tivas de ¢ y ¢/ en una base fija de V. Cualquier cuddrica degenerada del haz
debe ser distinta de Q(q), luego adoptara el tipo Q(aqg+¢’) para cierto escalar
« (la abscisa). La degeneracién de Q(aq + ¢') implica que det(aA + B) = 0,
y se plantea una ecuacién en « de grado n + 1 que tiene, a lo sumo, n + 1
raices. De ahi que no haya mas de n + 1 cuadricas degeneradas en un haz no
degenerado, lo que finaliza la demostracion del teorema.

Sin embargo, conviene advertir que hay un caso relevante en el que no se
dan haces degenerados. Se trata de la dimension proyectiva 1. Témense dos

cuddricas Q y Q' degeneradas de un haz de cuddricas de una recta proyectiva

r. Como ninguna de ellas llena la recta (feorema I1.4.3.]), su degeneracion las

lleva a reducirse a sendos puntos P y (). En un sistema de coordenadas del
tipo {P, Q; U} las respectivas ecuaciones de Q y de Q" son o =0y x; = 0.
Es ahora facil encontrar cuddricas no degeneradas en el haz, por ejemplo
23 +23=002% — 22 =0.

Lema II.4.1 Todo haz de cuadricas ® sin puntos base sobre una recta
proyectiva r induce una involucién o : r — r tal que {X,0(X)} € ® para
cada X € r.

Demostracién Antes que nada conviene reflexionar acerca de cémo

actia la aplicacion o. Toémese un punto X de la recta. Como ® no tiene

puntos base, el apartado ii) del feorema II.4.3 fuerza a que haya una tnica

I1.4-8



A. Castellén

cuadrica Q del haz pasando por X. Y como esta cuadrica no llena la recta,
o se reduce a X, o contiene a otro punto mas X’. En el primero de los casos
es 0(X) = X, mientras que o transformaria X en X’ si se diese la segunda
circunstancia.

Gracias a la advertencia previa al lema puede elegirse una cuadrica no
degenerada Q = {P, P’} en el haz ®. Para los razonamientos que siguen se
fijard en r un sistema de coordenadas homogéneas {P, P';U} en el que Py
P’ actian como puntos base (del sistema, no del haz). En él, la ecuacién de
Q adquiere la forma zgz; = 0. Escéjase ahora en ® otra cuddrica Q' distinta

de la anterior con
Ql = /\001'(2) + /\111‘% + 2)\011'0{171 = 0.

La ecuacién de cualquier cuddrica Q" = {X, X'} de ® — {Q} tomara entonces
el aspecto

20&32‘0331 + )\0033(2) + )\11117% + 2)\015(305(31 =

(1) )\001’3 + )\111}? + 2(& + )\01)[1301‘1 = 0.

Como Q" # Q, los puntos X y X’ (que tal vez se superpongan) no pueden
coincidir ni con P ni con P’ (razénese el porqué), luego sus respectivas coor-
denadas homogéneas responden a los patrones (1,z) y (1,2'), con xz’ # 0.

Ahora bien, sustituyendo en estas coordenadas se obtiene
)\00 + 2(& + )\01)1‘ + )\11.(172 = O, y )\00 + 2(0& + )\Ol)x/ + )\11(117/)2 = O,
es decir, x y 2’ son las dos raices de una ecuacion de segundo grado. Las

conocidas propiedades de estas raices permiten escribir

;Ao

rr = —,
A11

que no es mas que la ecuacién de una involucién de puntos limite P y P’ con

P’ = o(P). (Justifique el lector por qué A\gp yA11 no pueden anularse.)
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Probado este lema, en apariencia inocente, se enuncia ahora el resultado
mas importante de la seccion.

Teorema I1.4.4 (Teorema de Desargues-Sturm) Sean ® = {Q(q)}<4>er
un haz de cuadricas de un espacio proyectivo P de dimensién n > 1, y r una
recta de P(V') que ni estd contenida en ninguna de las cuddricas del haz ni
pasa por ninguno de sus puntos base. Existe entonces una involuciono : r — r

tal que {X,0(X)} € ® para cada X € r.

Figura 11.4.5

Demostraciéon Las condiciones impuestas a r implican que, escogida
una cuddrica Q del haz, o bien la recta toca a Q en un solo punto de tangencia,
o bien es secante en dos puntos. De ahi la buena definicién de o. Considérese

ahora el haz
q)r — {Q<QT) 1q € 'C}

inducido en la recta r por ®. Las cuadricas de ®,. no son sino las intersecciones

con r de las cuddricas del haz ®. El teorema se prueba ahora sin mas que

aplicar el al haz ®,. y la recta r.

No es casualidad que Desargues figure como cotitular del teorema ante-

rior. Y es que fijado un simplex (A, B,C, D) en un plano proyectivo P(V),
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la familia de las cénicas que pasan por los cuatro vértices constituye un haz.
Para convencerse de ello solo hay que releer los parrafos previos al [ema TT.2.1].
Alli se probé que si Q(q) es una cénica que contiene a los puntos A, B, C'y
D, entonces la matriz de la forma cuadratica ¢ en el sistema de coordenadas
homogéneas {A, B,C; D} es del tipo

0 A 1
woo—=A—pu 0
con Ay u dos escalares que solo se anulan simultdneamente en la cénica que

llena el plano. La descomposicion
M(A, ) = AM(1,0) 4 pM(0,1)

deja bien a las claras que el conjunto de las cénicas consideradas tiene di-
mensién vectorial 2, luego constituye una recta del espacio proyectivo Q(V).
Asi, la familia de las conicas que pasan por los cuatro vértices de un cua-

drivértice (A, B,C, D) es un haz de puntos base A, B, C'y D. En este haz

es facil ver cuales son las cénicas degeneradas, a saber, ABUCD, AC'U BD

y AD U BC.

Sea ahora r una recta que interseca a los lados del cuadrivértice en los

puntos indicados en la figura II.4.§. El segundo teorema de Desargues (feo- |

rema [.4.1) afirma entonces que la involucién o :  — r definida por o(Q) = Q’
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y 0(R) = R’ transforma S en S’, lo cual no representa sino un caso particular

del teorema de Desargues-Sturm (feorema I1.4.4). Ademads, para cada conica

del haz de puntos base los del cuadrivértice y que corte a r en los puntos Py

P’, se tiene que o(P) = P’, con o la involucién inducida por el cuadrivértice.

63 Haces de coénicas

Y se cerrard este capitulo particularizando el estudio de los haces de
cuadricas al siempre interesante escenario bidimensional. Para comenzar, se
plantea la cuestion de cuantos puntos base puede tener un haz de cénicas ®
de un plano proyectivo. Si el haz es no degenerado, eligiendo cualesquiera
cénicas distintas Q y Q' de ®, con Q no degenerada, es evidente que los

puntos base han de pertenecer a las dos cénicas. Si Q' es no degenerada,

no puede compartir mas de 4 puntos con Q (feorema II.2.4), mientras que si

Q' degenera en un punto, una recta o dos rectas, sigue siendo 4 el nimero
maximo de intersecciones entre ambas conicas. En conclusion, no hay mas
de 4 puntos base en un haz no degenerado. El caso del cuadrivértice descrito
mas arriba constituye un ejemplo de un haz con exactamente 4 puntos base.
Aunque también se dan otras posibilidades con menos puntos. Ello queda

bien claro en el siguiente

Teorema I1.4.5 Sean ® una familia de conicas de un plano proyectivo
P, con P ¢ ®, S el conjunto de puntos comunes a todos los elementos de P,
v T, el de rectas tangentes a todas las conicas de ®. Entonces ® es un haz
no degenerado si satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

i) S={A,B,C,D}, con (A, B,C, D) un simplex.

ii) S ={A,B,C} y T = {a}, no estando alineados A, B y C, y siendo a

una recta que pasa por A, pero que no contiene ni a B ni a C.

iii) S = {A,B} y T' = {a,b}, con A y B distintos, A € a, b € By

ninguna de las rectas coincide con la AB.
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Demostracion La parte i) ya se ha visto més arriba.
Eso si, como tal vez el lector se sorprenda de que el enun-
ciado no afirme nada acerca del conjunto 7', quiza con-
venga comentar aqui que en esta situacion no puede ha-

ber rectas base (T' = (). Para ello basta considerar las 3

conicas degeneradas del haz, a saber, las constituidas por
i e parejas de lados opuestos del cuadrivértice. Se utilizara
el hecho de que las rectas tangentes a una cénica que degenera en dos rectas
pasan todas por el vértice de la cénica. De ahi la imposibilidad de compartir

tangentes entre aquellas 3 cénicas degeneradas y, con mayor razén, entre el

resto de conicas del haz.

Para el apartado ii), tdmese un cuarto punto
D € a distinto de A y de a N BC. En el sistema
de coordenadas homogéneas {A, B,C; D}, la ma-
triz de la forma cuadratica de una conica no dege-

nerada que contenga a S tomara la forma

Figura 11.4.8

M =

= > o
O >
oR =

Por otro lado, la polar de A tendria de ecuacién A+ = \z; + pxs = 0. Pero
si esta recta ha de ser la AD = x; — x4 = 0, la relacién \ = — v describe al
conjunto de las conicas no degeneradas que pasan por los puntos de S y son
tangentes a la recta a.

Por otro lado, las conicas degeneradas de ® han de contener a tres puntos
no colineales, luego no les queda mas remedio que degenerar en dos rectas

secantes. Las tunicas posibilidades son

Q:Q(Q):EUEELE;[%Q:O
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(Justifiquese esta afirmacién.) Si el lector se molesta en calcular las matrices

de q y ¢, vera que también responden al esquema de las no degeneradas

0 A =X
MMNv)y= X 0 v |,
-A v 0

cuando (A\,v) = (0,1) o (A,v) = (1,0). Por ltimo, como
M(\,v) = AM(1,0) +vM(0,1),

de nuevo el subespacio de Q(V') de las formas cuadraticas consideradas tiene
dimension vectorial 2 (por tanto dimensién proyectiva 1) y se concluye con
que el conjunto de cénicas que pasan por A, B y (', y son tangentes a a en
A 10 es sino el haz QO’. La ecuacién de cualquiera de las cénicas del haz es
del tipo

Axg(r1 — x2) + voixe = 0,
o sea, combinacion lineal de las ecuaciones de las cénicas degeneradas QO y

Q.

Supongase ahora que se dan las condiciones

a  descritas en iii). En un sistema de coordenadas
" homogéneas {A, B,C;U}, con C = aNb, cualquier
cénica no degenerada que pase por A, By C, y sea

tangente a AC' y a BC tiene una matriz M del tipo
Figura 11.4.9

0 A O
MM\p)={ X 0 0
0 0 u

Los elementos ags y a12 de la matriz se anulan al ser C' conjugado de A y de

B. Las tunicas cénicas degeneradas de ¢ son
Q=ACUBC=x0z1=0 y Q = AB (doble) =3 =0,
con matrices respectivas M (1,0) y M = (0,1). De nuevo
{M(\p): (A p) € K2}
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tiene dimension (vectorial) 2 y se encuentra uno con el haz QOQ’ . Las

ecuaciones

2A\xrox1 + ux% =0

de las conicas del haz se obtienen como combinacion de las de las conicas O
y Q. El teorema estd demostrado a falta de comprobar que en los casos i)
y ii) no hay mas puntos base del haz que los de S, ni més rectas tangentes a
todas las cénicas de ® que las del conjunto 7.

A los respectivos haces de cénicas descritos por las condiciones i)-iii) se
les llamara haces del tipo I, IT y III. Pero atin hay mas tipos de haces no

degenerados aparte de los anteriores.

4 Tipo I'V. Sean a una recta tangente en A a una
cénica no degenerada Q = Q(¢q), y B un punto de la
. 2 conica fuera de a. Considérese la conica degenerada
2 Q' = 9(¢') = aU AB. Entonces el haz 99’ es no de-
Figura 11.4.10

generado y tiene la propiedad de que todas sus cénicas
pasan por A y B y son tangentes a a. Puede escogerse un sistema de coorde-
nadas homogéneas {ug, u1,us}, en el que las matrices de QQ’ se adecuen a un
esquema sencillo tomando A =< ug >, B=<u; >y C =< us >€ an B+,

Ahora se tiene

<)
¢

o Q o

o o QR

o o
<

'Q\

2
oo o
—_ o O
o= o

De ahi que las cénicas de QQ’ estén descritas por las matrices

0 Xa O
M p)=|ra 0 p |,
0 wu M3

cuyas ecuaciones se obtienen por combinaciones lineales

A2axory + B3) + pwyws.
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Se advierte que la familia de las conicas que son tangentes a a y pasan por A
y B es méas grande que el haz QQ’. Por ejemplo, la recta (doble) AB satisface

estas condiciones y no pertenece a QQ’. Razodnese esta asercion.

A
dPﬂl]';f Tipo V. Sean Q = Q(q) una cénica no degenerada
5 y a una recta tangente en el punto A. Considérese la
a
1 C cénica Q" = Q(¢') que degenera en la recta (doble) a.
B Entonces el haz no degenerado QQ’ es tal que todas sus
cénicas son tangentes a a en el punto A. Tomando un
Figura 11.4.11 )
sistema de coordenadas {ug,uy,us}, con A =< ug >,

B=<u; > a—{A} y C =<uy >€ B+ — ay fuera de la cénica, se tiene

0 0 « 0 0 0
g~ 0 B 0 y ¢~10 0 0
a 0 v 0 0 ~
con lo que las matrices del haz tienen la forma
0 0 X
MM \wpw)=| 0 X3 0 |,
Aa 0wy

con ecuaciones

M2azgze + 1) + pyrs = 0.

De nuevo el conjunto de las cénicas que son tangentes a a en A es mayor
que el haz. Por ejemplo, cualquier recta (doble) del haz A* satisface esta

condicién y no pertenece a QQ’.

Si se han resaltado los haces de tipo I-III en el feorema IT1.2.] mas los

IV y V descritos ahora mismo, es porque en planos proyectivos sobre cuerpos
algebraicamente cerrados (o, al menos, con raices cuadradas) no hay més
haces que estos. Aunque esta aseveracion no serda probada aqui, se volvera
sobre el particular en la tanda de ejercicios.

Otro aspecto que puede llamar la atencion es que no se adivinan en

todos los tipos I-V las correspondientes contrapartidas duales. Observe el
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lector que aunque las configuraciones que satisfacen los haces tipo Il y V son
autoduales, no se ha incluido la dual de, por ejemplo, I. Y es que como un
cuadrivértice determina un haz, es legitimo preguntarse si la familia de las
cOnicas tangentes a los 4 lados de un cuadrilatero es, asi mismo, un haz. Se
solventard esta cuestién de inmediato. Témese un simplex (A, B, C, D) en un
plano proyectivo P, y sea ® el haz de conicas que pasan por los vértices del
simplex. En el sistema de coordenadas homogéneas { A, B, C'; D}, las matrices
de las coénicas de ® responden al tipo
0 A A+p

M = —A 0 —
Ap —p 0

Como en la Beccion oll.2.3 solo se traté la dualidad referida a las conicas en

ambiente no degenerado, el razonamiento que se avecina se cenird a estas.
Para que una cénica de ® no degenere es necesario y suficiente con que 0 ¢

{\, n}. Las cénicas tangenciales de @ estéan descritas por matrices de la forma

—p? —p(A + ) A
MO p) = | —pA+p) A+ ) A\ +p)
Mo —AAtp) A2

Es sabido que una recta r = agrg+ a1 + asxs = 0 es tangente a una cénica
no degenerada de @ si y solo si el vector fila de coeficientes x = (ag, a1, as)
satisface o M*YJ(\, pu)x? = 0 para algunos escalares no nulos A\ y p. Por
tanto, las matrices M4 describen al conjunto ®* de todas las cénicas no

degeneradas que son tangentes al cuadrilatero (A*, B*,C*, D*), con
A =20=0, B "=21=0,C*"=a,=0y D*=x¢+x1 +22=0.

Si ®* fuese un haz, bastaria con elegir en él dos cénicas distintas, por ejemplo,
las de matrices M4 (1,0) y M24(0,1), para que toda matriz M>Y (), ;1) fuese
combinacion lineal de las dos primeras. Compruebe el lector que esto no

sucede. Ni siquiera se obtiene un subespacio. Y si esta adversidad ocurre
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con las no degeneradas, con mayor razon se producira si se incluyen las tres
cénicas de ¢ que degeneran en uniones de rectas. En definitiva, la familia de
rectas tangentes a un cuadrivértice es un conjunto facilmente determinable,

pero de él no se puede afirmar que sea un haz.

Y se finalizara este capitulo aplicando lo estudiado a la resolucién de
un problema practico. Sean A, B y C puntos no alineados de un plano
proyectivo, y t1 y to dos rectas distintas de ese plano que no pasan por ninguno
de los 3 primeros puntos. Se trata de determinar graficamente las cénicas que

[
|

contienen a A, By C'y son tangentes a t1 y to (fig 1.19).

Figura 11.4.12

Sean X7 y X5 los respectivos puntos de contacto de la cénica buscada con
sus tangentes. Es evidente que la cuestion quedara resuelta si se encuentran

X1y Xs5. A tal fin, considérese el haz de cénicas (del tipo III) tangentes a

ty en X1 y a ty en Xo. Aplicando el teorema de Desargues-Sturm (feorema

| 11.44) a la recta AB, se obtiene una involucién de la que se conocen dos
parejas de puntos que se transforman uno en el otro, la (A, B) y la (P, P'),

con P=t,NAB y P’ =ty N AB. Esto tltimo se deduce del hecho de que la
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coOnica que degenera en la union de t; y to forma parte del haz. Pues bien, con
tales datos se hallarfan los puntos dobles, si existen, L = o(L) y M = o(M).
Operando de forma analoga, pero ahora con la involucion 7 que induce el haz
sobre la recta AC, se calculan nuevos puntos N = 7(N) y R = 7(R).

Por otro lado, la propia recta X; X, se integra en el haz como cénica

degenerada pues X7 X5 corta a cada t; en un unico punto y es, por lo tanto,

tangente a ambas rectas. Asi, la interseccién (tnica) de X; X5 con AB debe
coincidir con uno de los puntos dobles L 6 M. Del mismo modo, X; Xo N AC
ha de pasar por N o por R. En definitiva, X; X5 ha de ser una de las rectas
LN, LR, MN 6 MR. Con cada una de las, a lo sumo, cuatro posibilidades
se obtendrian los puntos X; y X5 mediante corte con t; y to de lineas ya
conocidas.

En conclusién, con los ingredientes proporcionados, existen cuatro solu-
ciones si o y 7 son hiperbdlicas, dos, con una de las involuciones hiperbélica
y la otra parabdlica, sélo una con ambas parabdlicas y la irresolubilidad se
produce con alguna de ellas eliptica. En la se ilustra el caso de

cuatro soluciones. Los puntos de tangencia estan etiquetados como Xi, Xo,

Y17 }/23 Zla Z27 Tl y TZ-

§4 Ejercicios

1) Finalicese la demostracion del feorema IT1.4.1], es decir, pruébese que

toda proyectividad o : @ — Q' entre dos cénicas no degeneradas de un plano
proyectivo P, puede extenderse a una proyectividad de todo P en si mismo.

2) Sean Q una cénica no degenerada de un plano proyectivo, y O un
punto fuera de Q. Supdngase que una recta s por O corta a la conica en los
puntos A y A’. Demuéstrese que la homologia de centro O y eje 7 = O+, que
pdfdest name E-2-4-3 fith tranforma A en A’ deja a la cénica invariante.

3) Demuéstrese que la involucién que induce una hipérbola en el haz de
rectas que pasan por su centro y que aplica cada didmetro en su conjugado,

tiene como rectas dobles las asintotas de la hipérbola.
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4) Dese un ejemplo de un haz no degenerado de cénicas del plano pro-
yectivo racional P2(Q) que no tenga puntos base.

5) Examinese la veracidad de la siguiente afirmacién: Como los haces
de cuddricas estdn generados por rectas de un espacio proyectivo Q(V'), para
cada pareja de haces distintos existe una cuddrica que pertenece a ambos.

6) En un espacio proyectivo P de dimensién 3 se considera el haz de
cuddricas QQ’, con Q = zgz; =0y Q' = xox3 = 0.

i) ;Es QO un haz degenerado?

ii) Héllense los puntos dobles del haz.

iii) Si 7 es la recta que pasa por los puntos A = (1,0,1,1) y B =

(0,1,1,—1), dese la ecuacién general de la involucién que induce QQ’ en

r respecto del sistema de coordenadas {A, B; C'}, con C' = (1,—1,0,2).

7) Pruébese que los haces de cénicas de los tipos II y III descritos en el

feorema IT.2.9 no tienen mas puntos base que los de S, ni mas rectas tangentes

a todas las coénicas del haz que las explicitadas en T'.

8) En un plano proyectivo P(V') se dan una recta a y dos puntos A y
B,con A€ ay B ¢ a. Sean ® = {OQ(q;)}icr la familia de las conicas que
pasan por A y son tangentes a a, y W = {Q(q;)}ics la de las cénicas de P
que, ademds, pasan por B. Demuéstrese que {< ¢; > Q(V) : i € I} y
{< ¢ >€ Q(V) : i € J} son subespacios proyectivos de Q(V'). ;Cuédles son
sus dimensiones?

9) Del conjunto de las cénicas afines reales tangentes al eje de ordenadas
en A = (1,0) y que contienen a los puntos B = (2,1) y C = (1, %), dese la
pdfdest name E-2-4-10 fith ecuacién de la que pasa por el punto X = (2, %)

10) Dado un haz de cénicas del tipo I, demuéstrese que para cada punto
P del plano existe un tnico P’ conjugado de P respecto de todas las cénicas
del haz. Al punto P’ se le denominard el conjugado de P’ respecto del haz.
Si se utilizan procedimientos analiticos, complétese el ejercicio construyendo
un método grafico para, conocidos los puntos base del haz, pdfdest name

E-2-4-11 fith hallar el punto P’.
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11) Dado un haz de cénicas ® del tipo I, sean o : P +— P’ la apli-
cacién que transforma un punto P en su conjugado P’ respecto de ®, y r una
recta que no pase por los puntos base del haz. pdfdest name E-2-4-12 fith
Demuéstrese que o(r) es una cénica.

12) Considérense un haz de cénicas del tipo I definido por un simplex, y
una recta r que no pase por ninguno de los puntos base. Demuéstrese que el
lugar geométrico de los polos de r constituye una cénica, cuya denominacion,
conica de los once puntos, proviene de contener los puntos siguientes:

i) los puntos diagonales del cuadrivértice determinado por los puntos

base del haz,

ii) los dos puntos de tangencia de dos de las cénicas del haz a la recta

fijada, y

iii) los seis conjugados arménicos respecto de los puntos base de aquéllos

en los que seis lados del cuadrivértice cortan a r.

Compruébese, ademas, que la cénica de los once puntos coincide con la
cénica o(r) del ejercicio anterior.

13) Dese un plano proyectivo Py(K) en el que cada haz no degenerado
de cénicas tenga exactamente una conica no degenerada.

14) El objetivo de este ejercicio es el de proporcionar demostraciones

alternativas del feorema de Desargues-Sturnm] para haces de cénicas de los

tipos I-III. De ahi que no se permita utilizarlo aqui.
i Sean Q una cénica que pasa por los 4 vértices de un simplex (A, B, C, D),
y 7 una recta que no contiene a ninguno de los puntos anteriores, pero
que corta a @ en Py P’. Demuéstrese que la involucién o : r — r
inducida por el simplex (véase el feorema 1.4.7) transforma P en P’.
Indicacién: con la notacion utilizada en la [figura I1.4.d, considérese

7 : r — r la involucién dada por 7(P) = P’y 7(Q) = @', y com-
pruébese que 7 = ¢ mediante alguna igualdad entre razones dobles del
tipo (PP'QR) = (PP'Q1(R)).

ii) Si A, B y C son puntos no alineados de una cénica no degenerada
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Q, y r es una recta secante a Q en P y P’ y que no pasa por los tres
primeros puntos, demuéstrese que la involucion o : r — r que transforma
Q=rNAten@Q =rNCDyR=rNAD en R = rn AC es tal
que o(P) = P’. Indicacién: opérese como en el apartado anterior, pero
sustituyendo las alusiones a la recta AB por la polar de A.

iii) Para dos puntos A y B no singulares de una cénica Q, y una recta r
que no pasa por ellos e intersecando a una cénica Q en Py P’, pruébese
que existe una involucién o : r — r que tranforma o(P) en P, Q =
rN At en Q = rnNCt y tiene a R = r N AC como punto doble.
Indicacién: mediante alguna igualdad entre razones dobles, compruébese
que la involucién que lleva P a P’ y tiene a R como punto doble aplica

Q en Q'. Tanto en este apartado como en los anteriores, estas igualdades

entre razones dobles pueden obtenerse del teorema de Steiner (feorema

[ 1123).

iv) Usando los apartados anteriores, constriyase una demostracion del

teorema de Desargues-Sturm (feorema I1.4.4) para haces de cénicas de

los tipos I-I11I.

& I B
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